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1. Основные понятия феноменологической теории фазовых переходов



Гипотетический фазовый переход в терагональном кристалле
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Гипотетический фазовый переход в терагональном кристалле

T>TC T<TC

v = (vx, vy, vz)
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Feq(T, P)= F(T, P, veq)

veq

Предположения теории непрерывных переходов:

• Изменения v непрерывны в точке перехода ТС

• Свободная энергия F непрерывна и дифференцируема
во всем интервале изменений Т и Р

Возможно разложение F вблизи (ТС, РС, v0)

v=0 v0 0

ТС

G0 Gd
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v = (vx, vy, vz)

Два неприводимых подпространства:

01(z)=vz

02(x, y)=(vx, vy)

T>TC T<TC

Гипотетический фазовый переход в терагональном кристалле



Параметр порядка и его симметрия

Параметр порядка и его симметрия
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v = (vx, vy, vz)

Два неприводимых подпространства:

01(z)=vz

02(x, y)=(vx, vy)

A2u

Eu

M(v)=A2u(z)+Eu(x,y)

T>TC T<TC
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Параметр порядка
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Каждый из наборов { ki} и { ki(r)} образует базис соответствующего НП и, следовательно, 
любой из них может использоваться в качестве вариационного параметра для свободной энергии. 

В теории Ландау принято оперировать скалярными { ki} .

01(z)=vz

02(x, y)=(vx, vy)

Параметр порядка и его симметрия

T>TC T<TC
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Вариационная свободная энергия.
Потенциал Ландау

Потенциал Ландау

Свободная энергия:

Степени свободы:

«Критические», ответственные 
за понижение симметрии

«Равновесные»

Потенциал Ландау  FL(T, P, )

Потенциал Ландау является непроинтегрированной по нескольким переменным 
частью термодинамического потенциала системы
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Однокомпонентный ПП

Однокомпонентный ПП
Симметрия искаженной структуры

T>TC T<TC

01(z)=vz
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Однокомпонентный ПП

Однокомпонентный ПП
Симметрия искаженной структуры

T>TC T<TC

01(z)=vz



ФКС- 45 Райвола, 2011

Однокомпонентный ПП

Однокомпонентный ПП
Фазовая диаграмма
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2 TPF
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Граница стабильности

Равенство энергий – линия перехода

I.  =0

II.  0

Принцип наибольшего промедления:
Система остается (мета)стабильной 
до исчезновения соответствующего 
минимума свободной энергии

Принцип Максвелла: Система находится
в состоянии, соответствующем глобальному
минимуму свободной энергии.
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L=T1 S(T1), S=SI–SII
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Однокомпонентный ПП
Вариации свойств при переходе

Однокомпонентный ПП
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2. Общие принципы феноменологического описания фазовых переходов
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Выделение набора вариационных степеней 
свободы системы – определение параметра порядка

Построение вариационной (неравновесной) 
свободной энергии системы – потенциала Ландау

Минимизация свободной энергии (потенциала Ландау)
и нахождение равновесных состояний системы –
построение фазовой диаграммы

Общие принципы
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Параметр порядка
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Средняя плотность вероятности 
распределения заряда

Пространственная симметрия 
системы

0(r) d(r)

G0 Gd
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Параметр порядка
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Средняя плотность вероятности 
распределения заряда 0(r) d(r)

(r) = d(r) – 0(r)
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A2u

Eu

Пространственная симметрия 
системы G0 Gd
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Параметр порядка
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Средняя плотность вероятности 
распределения заряда 0(r) d(r)

(r) = d(r) – 0(r)
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Пространственная симметрия 
системы G0 Gd

V.Dmitriev et al. « Theory of Ice Structures »
Phys.Rev.Letters, 71,553 (1993).
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Неравновесная энергия.
Потенциал Ландау
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Как функция пространственных координат инвариантна относительно 
преобразований пространственной группы G0

Как функция компонент ПП инвариантна относительно  матричных 

преобразований группы L( n) неприводимого представления
FL( i)=FL[Ij( i)]
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Пространство параметра порядка
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Пространство ПП

m-Компонентный параметр порядка { 1 …… m}

m-Мерное неприводимое представление n(ki) группы G0

m-Мерное эвклидово пространство m  ~ {e1 …… em}

{ 1 …… m} есть проекция вектора 

на орты {e1 …… em}  m-пространства

В m-пространстве : • FL( ) – скалярная функция

m1ii

LL FF
• – вектор-функция  
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Пространство ПП

• m-Мерное неприводимое представление n(ki) группы G0

• m-Мерное пространство m  ~ {e1 …… em}

Набор матриц {Мi(gj)} размерности m m неприводимого представления n(ki) образует 

группу L - образ гомоморфизма пространственной группы G0

Группа матриц {Мi(gj)} - точечная группа L в -пространстве

Пространственная группа G0 – группа бесконечного порядка
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Точечная группа L – группа конечного порядка

Точки Лифшица

230 пространственных групп G0 –
тысячи неприводимых представлений n(ki)

106 матричных групп L { n(ki)}



0 0и grad F(      )  имеют идентичные 
симметрийные свойства

Минимумы свободной энергии.
Инвариантные подпространства пространства ПП

)r(),r(F 0L

 Как функция пространственных координат потенциал Ландау инвариантен 
относительно преобразований пространственной группы G0

Как функция компонент ПП потенциал Ландау инвариантен относительно  

матричных преобразований группы L( n) неприводимого представления
FL( i)=FL[Ij( i)]

0

m L

j H

H

Направления максимальной симметрии в пространстве ПП соответствуют 

экстремумам потенциала Ландау F( )
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Фазовый переход с двухкомпонентным ПП
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Фазовый переход с двухкомпонентным ПП
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Двухкомпонентный ПП

2

K=Pm
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Двухкомпонентный ПП
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Двухкомпонентный ПП

K=Pm

0 : H0=4/mmm G0=P4/mmm

I : HI=m   (E, y ) GI
d=Pmzmy2x

II : HII=m  (E, xy ) GII
d=Cmzmxy2xy

III : HII=1   (E) GIII
d=Pmz
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Двухкомпонентный ПП

Фазовый переход с двухкомпонентным ПП
Базисные инварианты. Потенциал Ландау
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Общие принципы

Феноменологическая теория фазовых переходов

УГЛОВАЯ ЗАДАЧА РАДИАЛЬНАЯ ЗАДАЧА

• Определение ПП

• Определение группы L

• Построение ЦРБИ

• Геометрическое перечисление
решений уравнений состояния

• Установление пространственной  
симметрии диссимметричных фаз

• Выбор термодинамической модели

• Решение модельных уравнений 
состояния : вычисление значений ПП в
диссимметричных фазах

• Нахождение линий (поверхностей) 
потери устойчивости фаз

• Нахождение линий (поверхностей)
равенства энергий фаз, то есть линий
фазовых переходов
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Аппроксимирующий полином эквивалентен “истинному”
с точностью до членов, обращающихся в нуль вместе с градиентом

ФКС- 45 Райвола, 2011

Радиальная задача.
Теория фазовых диаграмм

РАДИАЛЬНАЯ ЗАДАЧА

• Выбор термодинамической модели
• Решение модельных уравнений 

состояния : вычисление значений ПП в
диссимметричных фазах

• Нахождение линий (поверхностей) 
потери устойчивости фаз

• Нахождение линий (поверхностей)
равенства энергий фаз, то есть линий
фазовых переходов
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Двухкомпонентный ПП
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Фазовый переход с двухкомпонентным ПП
Фазовая диаграмма
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Двухкомпонентный ПП

Фазовый переход с двухкомпонентным ПП
Фазовая диаграмма
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Многокомпонентные ПП
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H0=L=m3m Oh

I. 1= 0, 2= 3=0

HI=4mm C4v

II. 1= 2= 0, 3=0

HII=2mm C2v

III. 1= 2= 3= 0

HIII=3m C3v

V. 1 2 0, 3=0

HV=m Cs

IV. 1= 2= 0, 3 0

HIV=m Cs
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Многокомпонентные ПП
N-фазные точки

Правило фаз Гиббса : в системе, состоящей 
из С независимых компонент может 
находиться одновременно в равновесии не 
больше чем С+2 фазы
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3. Приводимые наборы вариационных параметров : 
два параметра порядка
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Биквадратичное взаимодействие : 
« триггерные » переходы

Приводимый ПП
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FL( , )=a1
2+a2

4+a3
6+b1

2+b2
4+b3

6+ 2 2

FL( ) FL( ) FINT( , )

>0, a2<0, b2>0, >0 <0, a2<0, b2<0, >0

=4a2b2-
2

Гуфан Ю.М., Ларин Е.С. ФТТ, 22.463 (1980)



FL( ) FL( ) FINT( , )

II : , 

8a2b2
3+2(2a2b2+

2) +a1 =0 0.

Линейно-квадратичное взаимодействие : 
несобственные ферроики

Приводимый ПП
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Билинейная связь : квазисобственные 
переходы

Приводимый ПП
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FL( ) FL( ) FINT( , )

FL( , )=a1
2+a2

4+b1
2+b2

4+ + 2 2

0 : = = 0 ; I : = 0



4. Реконструктивные фазовые переходы
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Реконструктивные переходы

ФКС- 45 Райвола, 2011

Реконструктивный фазовый переход в 
гексагональном кристалле

= 1– 2B1g

G0=P63/mmc

13mP

Gd=P3m1



Реконструктивные переходы
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Реконструктивный фазовый переход в 
гексагональном кристалле

= 1– 2B1g

13mP

G0=P63/mmc Gd=P3m1 Gd’=P6/mmm



Реконструктивные переходы
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Реконструктивный фазовый переход в 
гексагональном кристалле

= 1– 2B1g

G0=P63/mmcGd=P3m1Gd’=P6/mmm

G0=P63/mmc Gd=P3m1 Gd’=P6/mmm



Реконструктивные переходы
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Структура кристалла и механизм конкретного фазового перехода 
позволяют ограничить рассмотрение: 
а) одной подрешеткой *атомы в двухкратной позиции 2(с)], 
б) единственным вектором k=2p/c [001]=c*, 
в) первыми гармониками ряда Фурье.
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Реконструктивные переходы
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Потенциал Ландау.
Фазовая диаграмма

= 1– 2B1g
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Общая процедура анализа фазовых переходов в теории Ландау разделена на два этапа : 

• решение «угловой задачи» устанавливает симметрию и физическую реализацию 
параметра порядка, классифицирует по симметрии все решения уравнений состояния, 

перечисляя таким образом устойчивые фазы кристалла, и определяет их пространственную группу;

• «радиальная задача» теории включает вычисление границ устойчивости фаз 
и линий переходов между ними, то есть построение фазовых диаграмм системы, 

а также описание поведения различных физических параметров при фазовых переходах.

Показано, что « угловая задача » является полностью безмодельной - ответы её базируются 
лишь на симметрии системы и соответствующего параметра порядка. 

Решения « радиальной задачи », в частности, топология фазовых диаграмм, 
в существенной степени контролируются точными математическими методами.

Феноменологическая теория фазовых переходов
Теория Ландау



ИНДИЙ и сплавы на его основе
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5. Отрицательное тепловое расширение
и

Антиизоструктурные фазовые переходы



Аномальные упругие свойства металла IIIA-группы 

ИНДИЯ необычны для простых металлов
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V.Dmitriev et al. Phys.Rev.B (2007) 75, 024111

Знак 33 коррелирует со знаком сегнетоэластического ПП

Экспериментами с чистым In и его сплавами установлено,
что аномальное температурное расширение имеет место
в тетрагональных структурах с c/a>1 (фаза II), 
но не в фазе I с c/a<1

Отрицательное тепловое расширение
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V.Dmitriev et al. Phys.Rev.B (2007) 75, 024111

Нагревание двухфазной смеси FCT and FCT’ 
позволяет убедиться, что температура и давление 
не являются «первичными» факторами в аномальном 
эффекте «отрицательного расширения»

Отрицательное тепловое расширение
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V.Dmitriev et al. Phys.Rev.B (2007) 75, 024111

Отрицательное тепловое расширение

a1= 0(T-TC)
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Отрицательное тепловое расширение

Физические свойства материала: Феноменологическая теория показывает, что аномальные термоупругие 
свойства материала определяются наличием и температурным поведением спонтанной деформации, 
возникающей при собственном сегнетоэластическом переходе

«Симметрийные правила отбора»: Принято считать, что структурные нестабильности в индии и его 
сплавах связаны с электронной подсистемой. Наш симметрийный анализ позволяет заключить что: 
• Фазовый переход связан с сегнетоэластическим ПП в центре ЗБ, ПП преобразуется по двухмерному НП 
Eg.
• Собственные функции сегенетоэластического механизма преобразуются как симметричные 
комбинации диагональных компонент тензора второго ранга. Аналогичные трансформационные 
свойства имеют функции 4d-электронов и, следовательно, изменения именно в системе этих электронов 
индуцируют фазовый переход.
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