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•• МетодомМетодом трансфертрансфер--матрицыматрицы КрамерсаКрамерса--ВанньеВаннье полученыполучены

точныеточные аналитическиеаналитические решениярешения длядля спинспин--спиновыхспиновых

корреляционныхкорреляционных функцийфункций вв одномерныходномерных 33--вершиннойвершинной [1] , 4[1] , 4--
вершиннойвершинной стандартнойстандартной моделимодели ПоттсаПоттса [2] [2] ии моделимодели ИзингаИзинга

[3,4] [3,4] сс учетомучетом взаимодействиявзаимодействия каккак междумежду ближайшимиближайшими

соседямисоседями JJ тактак ии междумежду вторымивторыми соседямисоседями JJ''. . СС помощьюпомощью

этихэтих корреляционныхкорреляционных функцийфункций исследованыисследованы явленияявления

возникновениявозникновения ии исчезновенияисчезновения фрустрацийфрустраций вв зависимостизависимости отот

знаковзнаков ии величинывеличины отношенияотношения взаимодействийвзаимодействий JJ''//JJ. . 
•• НаНа основеоснове точныхточных решенийрешений [5[5--77] ] длядля двумернойдвумерной моделимодели

ИзингаИзинга исследованыисследованы фрустрациифрустрации нана треугольнойтреугольной, , 
гексагональнойгексагональной, , квадратнойквадратной ии кагомекагоме решеткахрешетках..

АннотацияАннотация
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ФрустрацииФрустрации вв физикефизике этоэто явлениеявление невозможностиневозможности одновременнойодновременной
минимизацииминимизации всехвсех слагаемыхслагаемых гамильтонианагамильтониана вв присутствиеприсутствие
конкурирующихконкурирующих взаимодействийвзаимодействий. . 
ВВ магнетизммагнетизм терминтермин ««фрустрацияфрустрация»» введенвведен ЖераромЖераром ТулузомТулузом вв 1977. 1977. 
ОбычноОбычно приводятприводят примерпример антиферромагнитнойантиферромагнитной моделимодели ИзингаИзинга нана
треугольнойтреугольной решеткерешетке сс учетомучетом взаимодействиявзаимодействия толькотолько ближайшихближайших
соседейсоседей. . ВВ нейней невозможноневозможно расположитьрасположить направлениянаправления спиновспинов тактак, , чтобычтобы
каждаякаждая парапара соседейсоседей былабыла быбы антипараллельнаантипараллельна. . 

ВведениеВведение
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МифыМифы оо фрустрацияхфрустрациях

•• МифМиф первыйпервый. . ФрустрацийФрустраций вв одномерныходномерных решеткахрешетках нене
бываетбывает. . 

•• МифМиф второйвторой.. ДляДля существованиясуществования фрустрацийфрустраций необходимонеобходимо
иметьиметь вв решеткерешетке треугольныйтреугольный мотивмотив, , каккак вв треугольнойтреугольной, , 
кагомекагоме илиили ГЦКГЦК..

•• МифМиф третийтретий. . ФрустрацииФрустрации могутмогут существоватьсуществовать толькотолько припри
наличиеналичие конкурирующихконкурирующих взаимодействийвзаимодействий..

•• МифМиф четвертыйчетвертый. . ФрустрацииФрустрации существуютсуществуют, , еслиесли припри ТТ→→00
энтропияэнтропия нене равнаравна нулюнулю..

КакиеКакие жеже условияусловия необходимынеобходимы длядля существованиясуществования
фрустрацийфрустраций ии вв какихкаких решеткахрешетках ониони могутмогут существоватьсуществовать??
КаковыКаковы самыесамые общиеобщие качественныекачественные ии количественныеколичественные
критериикритерии ??



6

( )

{ }
ZeeqK

xx
xx

xxiqa kT
H

N∑∑
−−− ⋅=

',
'

' /)()( 1
σσ

σ

∑−=
',

'2 )(
xx

xx
JH σσ

ОсновныеОсновные формулыформулы ии моделимодели

{ }
∑

−=
σ

kT
H

eZ



7

33--вершиннаявершинная ии 44--вершиннаявершинная моделимодели ПоттсаПоттса
((результатырезультаты))

•• ВВ 33--вершиннойвершинной антиферромагнитнойантиферромагнитной моделимодели ПоттсаПоттса: : любоелюбое, , дажедаже скольсколь

угодноугодно малоемалое положительноеположительное взаимодействиевзаимодействие междумежду вторымивторыми соседямисоседями

уничтожаетуничтожает фрустрациифрустрации ии порождаетпорождает фазовыйфазовый переходпереход сс удвоениемудвоением

периодапериода трансляцийтрансляций; ; любоелюбое, , дажедаже скольсколь угодноугодно малоемалое отрицательноеотрицательное

взаимодействиевзаимодействие вторыхвторых соседейсоседей уничтожаетуничтожает фрустрациифрустрации ии порождаетпорождает

фазовыйфазовый переходпереход сс утроениемутроением периодапериода трансляцийтрансляций. . 

•• ВВ 44--вершиннойвершинной антиферромагнитнойантиферромагнитной моделимодели ПоттсаПоттса: : любоелюбое, , дажедаже скольсколь

угодноугодно малоемалое положительноеположительное взаимодействиевзаимодействие вторыхвторых соседейсоседей уничтожаетуничтожает

фрустрациифрустрации ии порождаетпорождает фазовыйфазовый переходпереход сс удвоениемудвоением периодапериода

трансляцийтрансляций. . ВВ отличиеотличие отот 33--вершиннойвершинной моделимодели, , любоелюбое, , дажедаже скольсколь угодноугодно

большоебольшое отрицательноеотрицательное взаимодействиевзаимодействие вторыхвторых соседейсоседей нене можетможет

уничтожитьуничтожить фрустрациифрустрации ии породитьпородить фазовыйфазовый переходпереход вв 44--вершиннойвершинной

моделимодели. . ДляДля этогоэтого требуетсятребуется учестьучесть ещееще взаимодействиевзаимодействие ии третьихтретьих

соседейсоседей..

•• ВВ 33-- ии 44--вершинныхвершинных ферромагнитныхферромагнитных моделяхмоделях фрустрацийфрустраций нене существуетсуществует, , 
аа существуетсуществует фазовыйфазовый переходпереход припри ТТ→→0. 0. ВВ этомэтом случаеслучае возникаетвозникает новоеновое

явлениеявление. . ОтносительноОтносительно сильноесильное взаимодействиевзаимодействие вторыхвторых соседейсоседей

JJ''//JJ>0.5 >0.5 порождаетпорождает фрустрациифрустрации ии подавляетподавляет фазовыйфазовый переходпереход припри ТТ→→0. 0. 
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33--вершиннаявершинная модельмодель ПоттсаПоттса
при нулевом взаимодействии ближайших соседей корфункция– ограниченная

плавная кривая (фрустрации), но при сколь угодно слабом взаимодействии

корфункция превращается в δ-функции при T→0 (фазовый переход)
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•• ДляДля любыхлюбых знаковзнаков ии величинвеличин взаимодействийвзаимодействий фрустрацийфрустраций

нене существуетсуществует, , аа существуетсуществует фазовыйфазовый переходпереход припри ТТ→→0: 0: 
припри JJ>0 >0 ии JJ'>0'>0 —— сс сохранениемсохранением периодапериода трансляцийтрансляций длядля

любыхлюбых значенийзначений JJ''//JJ; ; припри JJ<0 <0 ии JJ'>0'>0 —— сс удвоениемудвоением

периодапериода длядля любыхлюбых значенийзначений JJ''//JJ; ; припри JJ>0 >0 ии JJ'<0 '<0 —— сс

сохранениемсохранением периодапериода длядляJJ''//JJ<0.5 <0.5 ии сс учетверениемучетверением

периодапериода длядля JJ''//JJ>0.5; >0.5; припри JJ<0 <0 ии JJ'<0 '<0 —— сс удвоениемудвоением

периодапериода длядляJJ''//JJ<0.5 <0.5 ии сс учетверениемучетверением периодапериода

трансляцийтрансляций длядляJJ''//JJ>0.5. >0.5. 

•• ИсключениеИсключение составляютсоставляют двадва особыхособых значениязначения

взаимодействийвзаимодействий, , аа именноименно, , JJ>0 >0 ии JJ'<0 '<0 длядля значениязначения

JJ''//JJ=0.5, =0.5, аа такжетакже JJ<0 <0 ии JJ'<0 '<0 длядля значениязначения JJ''//JJ=0.5, =0.5, 
припри которыхкоторых возникаютвозникают фрустрациифрустрации, , аа фазовогофазового переходаперехода

нене существуетсуществует. . 

ОдномернаяОдномерная модельмодель ИзингаИзинга ((результатырезультаты))
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ОдномернаяОдномерная модельмодель ИзингаИзинга ((фрустрациифрустрации))

КорфункцияКорфункция припри ТТ=0:=0: JJ''//JJ=0.5;=0.5;JJ>0 >0 JJ'<0'<0,, JJ>0 >0 JJ'<0'<0..
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АнтиферромагнитнаяАнтиферромагнитная двумернаядвумерная модельмодель ИзингаИзинга

((треугольнаятреугольная решеткарешетка, , результатырезультаты ))
•• ФрустрацииФрустрации существуютсуществуют толькотолько припри определенномопределенном соотношениисоотношении

взаимодействийвзаимодействий: : JJ1 1 == JJ2 2 ≥≥ JJ33 ((вв частностичастности, , припри JJ1 1 = = JJ2 2 = = JJ33 ).).

J3

J3

J1

J1

J2

J2
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ПриПри любомлюбом отклоненииотклонении отот этогоэтого соотношениясоотношения

фрустрациифрустрации исчезаютисчезают ии возникаетвозникает фазовыйфазовый переходпереход. . 
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ДвумернаяДвумерная модельмодель ИзингаИзинга ((треугольнаятреугольная решеткарешетка))
заменимзаменим одинодин изиз обменныхобменных параметровпараметров нана положительныйположительный. . 

ЧтоЧто будетбудет?? ФрустрацииФрустрации илиили переходпереход??
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ДвумернаяДвумерная модельмодель ИзингаИзинга ((треугольнаятреугольная решеткарешетка))
заменимзаменим двадва изиз обменныхобменных параметровпараметров нана положительныеположительные. . 

ЧтоЧто будетбудет?? ФрустрацииФрустрации илиили переходпереход??
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ДвумернаяДвумерная модельмодель ИзингаИзинга ((квадратнаяквадратная решеткарешетка))

ФрустрацииФрустрации существуютсуществуют толькотолько припри определенныхопределенных

соотношенияхсоотношениях взаимодействийвзаимодействий: : JJ1 1 + + JJ2 2 = 2 = 2 JJ33 + 2 + 2 JJ44

((припри J1 = J2 <0, J3 <0, J4 <0)), , 

илиили JJ1 1 = = JJ33 + J+ J44 ((припри J1 > J2 , J1<0, J2 <0, J3 <0, J4 <0).

ПриПри отклоненияхотклонениях отот этихэтих соотношенийсоотношений

фрустрациифрустрации исчезаютисчезают ии возникаетвозникает фазовыйфазовый

переходпереход. . 
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КритерииКритерии

•• КритерийКритерий существованиясуществования фазовогофазового переходаперехода ии отсутствияотсутствия
фрустрацийфрустраций нана языкеязыке конфигурацийконфигураций –– всевсе энергетическиэнергетически
выгодныевыгодные конфигурацииконфигурации должныдолжны обладатьобладать
трансляционнойтрансляционной инвариантностьюинвариантностью. . ЕслиЕсли средисреди
энергетическиэнергетически выгодныхвыгодных конфигурацийконфигураций существуютсуществуют
такжетакже ии конфигурацииконфигурации, , нене обладающиеобладающие трансляционнойтрансляционной
инвариантностьюинвариантностью, , тото возникаютвозникают фрустрациифрустрации, , ии фазовыйфазовый
переходпереход отсутствуетотсутствует. . 

•• МатематическийМатематический критерийкритерий существованиясуществования фазовогофазового
переходаперехода ии отсутствияотсутствия фрустрацийфрустраций –– стремлениестремление попо
температуретемпературе хотяхотя быбы одногоодного изиз собственныхсобственных значенийзначений
трансфертрансфер--матрицыматрицы КрамерсаКрамерса--ВанньеВаннье кк максимальномумаксимальному
собственномусобственному значениюзначению. . ЕслиЕсли всевсе собственныесобственные значениязначения
трансфертрансфер--матрицыматрицы меньшеменьше максимальногомаксимального собственногособственного
значениязначения, , тото существуютсуществуют фрустрациифрустрации, , корреляционнаякорреляционная
функцияфункция нене вырождаетсявырождается вв дельтадельта--функциюфункцию, , дальнийдальний
порядокпорядок нене возникаетвозникает, , ии фазовогофазового переходаперехода нене происходитпроисходит..
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ВыводыВыводы

•• ФрустрацииФрустрации ии фазовыефазовые переходыпереходы –– этоэто
взаимоисключающиевзаимоисключающие явленияявления. . 

•• ФрустрацииФрустрации могутмогут существоватьсуществовать вв решеткахрешетках любойлюбой
размерностиразмерности. . 

•• ФрустрацииФрустрации могутмогут существоватьсуществовать илиили отсутствоватьотсутствовать вв
однойодной ии тойтой жеже решеткерешетке, , ноно длядля разныхразных моделеймоделей..

•• ФрустрацииФрустрации могутмогут существоватьсуществовать нене толькотолько припри наличиеналичие
конкурирующихконкурирующих взаимодействийвзаимодействий, , ноно ии припри наличиеналичие
одногоодного взаимодействиявзаимодействия..

•• СуществованиеСуществование фрустрацийфрустраций –– этоэто ограниченностьограниченность моделимодели. . 
ОниОни возникаютвозникают толькотолько припри специфическихспецифических численныхчисленных
соотношенияхсоотношениях параметровпараметров взаимодействиявзаимодействия. . ВВ реальностиреальности
всегдавсегда существуетсуществует либолибо отклонениеотклонение отот такоготакого
соотношениясоотношения, , либолибо найдетсянайдется дополнительноедополнительное
взаимодействиевзаимодействие, , котороекоторое уничтожитуничтожит фрустрациифрустрации, , аа попо
величиневеличине онооно можетможет бытьбыть скольсколь угодноугодно малыммалым..
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ПолезноеПолезное физическоефизическое следствиеследствие нашегонашего исследованияисследования ––
вблизивблизи точкиточки фрустрацийфрустраций теплоёмкостьтеплоёмкость расщепляетсярасщепляется ии вв 11D D ии вв 22D D случаеслучае
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