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Дифракционная картина с осью 10 (Schechtman et al., Phys.Rev.Lett.  1984)



Моноквазикристаллы: 
икосаэдрический и декагональный



Кристаллографические и

некристаллографические

точечные симметрии
Кристаллографические

Некристаллографические



Немного истории…

Правильные многогранники были известны еще в Древней Греции. 
Придумать правильные многогранники, по-видимому, было
нетрудно: часть из них — это формы природных кристаллов. 
Например, монокристалл поваренной соли (NaCl) — это куб.
Существует предположение, что додекаэдр древние греки
увидели, рассматривая кристаллы пирита (FeS2), аппроксимант! 
Имея додекаэдр, несложно получить икосаэдр: его вершинами
являются центры граней додекаэдра.

У древнегреческого мыслителя Платона четыре многогранника
олицетворяли четыре стихии:

тетраэдр — огонь, 
куб — землю, 

октаэдр — воздух, 
икосаэдр — воду, 

А додекаэдр олицетворял

ВСЁ МИРОЗДАНИЕ.



икосаэдрические: оси 5,3,2, плоскости m
пентагональные: ось 5
октагональные: ось 8
декагональные: ось 10
додекагональные: ось 12

Экспериментально наблюдались:

триаконтаэдр



периодическая,…, апериодическая
периодическая:  f(x)=Σ fn exp(inx)
квазипериодическая: 

f(x)=Σ, fn1…nm exp[ix(n1k1+…+nmkm)], т.е. несколько взаимно несоразмерных
периодов

Такую функцию можно представить как сечение многомерной периодической
функции

f(x1,…,xm)=Σ, fn1…nm exp[i(n1x1+…+nmxm)]
линией, заданной уравнениями x1=k1x,…, xm=kmx

почти периодическая: m=∞









Аппроксиманты Фибоначчи

2/1: ABA.ABA.ABA.ABA.ABA.ABA.ABA

3/2: ABAAB.ABAAB.ABAAB.ABAAB

5/3: ABAABABA.ABAABABA.ABAABABA

τ : ABAABABAABAABABAABABAABAAB

1/1: AB.AB.AB.AB.AB.AB.AB.AB.AB.AB

1/0: A.A.A.A.A.A.A.A  подстановка: A→AB, B→A

Числа Фибоначчи: Fn+2=Fn+1+Fn, F0=0, F1=1;
0,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,…τ=(1+51/2)/2=1.618034



Rpar=m+ττττn, Rperp=ττττm-n;





abKepler

Фазонные прыжки атомов



Дифракция в квазикристалле

Qpar=(mx+τnx)x+(my+τny)y +(mz+τnz)z
Qperp=(τmx-nx)x+(τmy-ny)y +(τmz-nz)z



Свойства квазипериодических структур

Каждый «атом» имеет уникальное окружение

Сколь угодно большие куски повторяются

бесконечное число раз

Понятие симметрии изменяется!    Например,                  
при повороте можно совместить сколь угодно

большие куски, но не всю структуру.

Самоподобие (инфляция)

Фазонная свобода: несчетное множество
макроскопически эквивалентных структур

Дифракционная картина состоит из δ-пиков,  
но она всюду плотная в обратном пространстве



Где находятся атомы? 
Как атомы узнают свои места?
Аппроксиманты в сплавах с известной
кристаллической структурой

Дифракция нейтронов с изотопным
замещением

Анализ EXAFS (локальное окружение)
Рентгеноструктурный анализ атомных
поверхностей в перпендикулярном
пространстве

Модели роста квазикристаллов



1/1 аппроксимант (Bergman), a≈14 Å

≈ 160 атомов на ОЦК ячейку



1/1 аппроксимант (Mackay), a≈12.5 Å



Дифракция в кубических аппроксимантах

<1/1>

<3/2>

<8/5>



Электронная дифракция в квазикристалле



Электронная дифракция в кубических аппроксимантах

<1/1> <3/2><0/1> <8/5>



Сравнение с экспериментом AlMnSi

<3/2>

<8/5>



Определение пространственных

групп кубических аппроксимантов

и фаз рефлексов из теории Ландау

Pm3, Pa3, Im3, I213



Аппроксимант MnSi, структура B20,
пространственная группа P213

x,x,x;
xSi =0.846 (0.845)
xMn=0.138 (0.155) [τ2,1,0]



Додекаэдрическое
локальное

упорядочение в
простых

аппроксимантах

<0/1> - B20

<1/-1> - B2



Декорированные

ромбоэдры

Амманна

<0/1> - B20

<0/1> - B20



Малые и средние аппроксиманты



Аппроксиманты Фибоначчи: от малых к большим

2/1: ABA.AB A.ABA.ABA. ABA.ABA.AB A

3/2: ABAAB .ABAAB.ABAAB.ABAAB.ABA AB

5/3: ABAABABA.ABAABABA.ABAABABA

8/3:ABAABABA ABAAB .ABAABABA ABAAB .

1/1: AB.AB.AB.AB.AB.AB.AB.AB.AB.AB

1/0: A.A.A.A.A.A.A.A  подстановка: A→AB, B→A



Approximants 2/1:     Al-Pd-Mn-Si [1], 
Al-Rh-Si [2,3],  Al-Mg-Zn [4],  and Ca-Cd [5] 

the structure is idealized: 5-, 3-, 2-fold bonds 
all the atoms are lifted to a 6-dim cubic lattice 

and then projected to the perpendicular space
the deviations from the ideal positions in the 

physical space are analyzed 
[1]. K. Sugiyama, N. Kaji, K. Hiraga, T. Ishimasa, Z. Kristallogr. 1998. 213. 90.
[2]. K. Sugiyama, W. Sun, K. Hiraga. J. Non-Cryst. Solids. 2004. 334&335. 156.
[3]. T. Takeuchi, N. Koshikawa, E. Abe, K. Kato, U. Mizutani. J. Non-Cryst. Solids. 
2004. 334&335. 161.
[4]. Q. Lin, J.D. Corbett. Proc. Nat. Acad. Sci. 2006. 103. 13589.
[5]. C.P. Gomez, S. Lidin. Angew. Chem. Int. Ed. 2001. 40. 4037.

The positions in the perp space and the deviations are listed in 
Crystallography Reports, 2007.



Al-Mg-Zn, Pa3space group, 
about 704 atoms

S. Spiekermann, G. Kreiner, 1998

________________________
Ca-Cd, Pa3space group, 
about 712 atoms
C.P. Gomez, S. Lidin, 2001



Al-Rh-Si, Pm3, about 563 atoms



Perpview: Al-Rh-Si



Perpview: Ca-Cd



Perpview: Al-Mg-Zn



Метастабильная фаза ВС8 в кремнии

Пространственная группа симметрии Ia3, 16 атомов на ячейку



BC8
Si



Связь сMnSi!



Фазонные

прыжки атомов



Энергия

фазонных

прыжков

ab initio

PARATEC
DFT+LDA





Связь с аморфными структурами



Энергии фаз

углерода



От кубика до икосаэдра

оцк кристалл



От кубика до икосаэдра
5-fold, [τ,1,0]



Как подавить рост кристалла?

← координационные сферы в квазикристалле

← потенциал взаимодействия

← расстояния в перпендикулярном

пространстве



Начало роста, видна огранка
плоскостями ┴ осям 5



107 атомов





Вид в перпендикулярном

пространстве



3d атомные повехности в ┴ пространстве





Скорость роста(плавления) в зависимости от

переохлаждения(перегрева)





Благодарности

Организаторам ФКС-2010
Программе Президиума РАН «Физика сильно

сжатого вещества и проблемы внутреннего строения
Земли и планет»

CNRS and IMPMC (Paris)
соавторам: M.Kleman, F.Mauri, С.Астафьев

Спасибо!



Conclusion
displacements of atoms from their ideal 
positions grow with perpendicular radius

the 2/1 approximants contain more body-
centered (icosahedral) positions then “perfect”
quasicrystals

because of short distances and displacements, 
real-space methods for construction of higher 
approximants and quasicrystals should be 
developed



Аппроксиманты Фибоначчи

2/1: ABA.AB A.ABA.ABA. ABA.ABA.AB A

3/2: ABAAB .ABAAB.ABAAB.ABAAB.ABA AB

5/3: ABAABABA.ABAABABA.ABAABABA

τ : ABAABABA ABAAB ABAAB ABAABAAB

1/1: AB.AB.AB.AB.AB.AB.AB.AB.AB.AB

1/0: A.A.A.A.A.A.A.A  подстановка: A→AB, B→A

Числа Фибоначчи: Fn+2=Fn+1+Fn, F0=0, F1=1;
0,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,…τ=(1+51/2)/2=1.618034



Аппроксиманты Фибоначчи

2/1:ABA.ABA.ABA.ABA.ABA.ABA.AB A

3/2:BAABA .BAABA.BAABA.BAABA .BAABA

5/3:ABABAABA.AB ABAABA.ABABAABA

8/5:BAABAABABAABA.BAABA ABABAABA

1/1:BA.BA.BA.BA.BA.BA.BA.BA .BA.BA.BA

1/0:A.A.A.A.A.A.A.A    подстановка: A→BA, B→A



Displacements of atoms in real space 
versustheir perpendicular positions:  Ca-Cd



Displacements of atoms in real space 
versustheir perpendicular positions:  Mg-Al-Zn



Displacements of atoms in real space 
versustheir perpendicular positions: Al-Rh-Si



Average characteristic of deviations 
from icosahedral symmetry in approximants

where �(r) is the atomic density in the perpendicular space and

In cubic approximants



Characterization of icosahedral symmetry in approximants



Average coordination numbers of atoms in the 2/1approximants

Mackay shell

first shell

Approximants: Where are the atoms?



Real-space construction 
of higher approximants

AlCuRu MnSi
B20

0/-1

�
�

�
�

�
1/0

2/13/2


